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Neste trabalho apresentaremos uma demonstracao de convergéncia da série Neumann,
resultado essencial no nosso projeto de iniciacdo cientifica sobre resolucdo de equacdes
integrais via quadratura numérica, sob a hipétese IIAKIl <1, e A um nimero real, sendo

K(s,t), X,y € L2 K(s,t),x,ye [*([a,b],R), ambiente onde consideramos nicleos, dados e
solucdes da equacgdo integral de Fredholm

x(s) = () + A K(s.0x(t)dr (1)

Consideremos a equagdo (1) na forma Lx=(I—-AK)x=y. Se para um determinado

A= A,, existir um operador L' e I’ satisfazendo L'L=LL" =1, dizemos que A, é um
valor regular do operador K. Se A € um valor regular de K, a equagao

x=y+AKx (2)
tem solucdo Unica.
x=(I-)"y=L"y 3)

Dado algum A, podemos mostrar que ¢ um valor regular se construirmos
explicitamente um operador inverso L' =1 — AK ou uma solugio tnica. Desde que A=0 é

sempre um valor regular A, e é natural procurarmos um representante para L' na forma de
série, dependendo do valor A, devemos ter que

L'=(I-AK)" =1+ A+ K>+ K> +A + VK" +A = 1+i/1"1<" )

n=1

Alternativamente podemos tentar encontrar um representante para x resolvendo (2)
por aproximagdes sucessivas. Para A=0 a solu¢@o é x=y. Para tanto, definimos a seqiiéncia
de aproximagdes x, de x da seguinte forma:



Xo =Y

x, = y+AKx, = y+ AKy

x, =y+AKx, = y+ AKy+ 'K’ xy

M

X, =y +AKx, =y+/1Ky+ﬂ,2K2y+13K3y+A +ﬁn+1K"+1y

Logo,
xn=y+ZliKiy (4b)
i=1

A equacdo (4b) € significativa para A , K arbitrarios e algum n finito. Definimos uma
seqiiéncia de fun¢do x, e esta seqiiéncia pode ter ou ndo um limite quando n — . De

qualquer forma, temos representacdo para x .

x=Y XK'y (40)

i=o

A equacdo € a série de Neumann para a solucdo de x em (1). A mesma série € obtida
se aplicarmos a série (3) para o operador L™ em (2), e (3) é chamada de série de Neumann

do operador inverso L. Se para mesmos A fixo e para todo y a serie (4c) converge para a
solucdo (1), ou é equivalente a série (3) e € convergente para um operador satisfazendo a

relagio LL"' =L'L=1, entdo A é um valor regular de K. Por exemplo, dada equagio
2

integral x(s)=s+ J;: e*” x(t)dt , podemos mostrar que L™ y(s) = e’ (2— s+ s?) -2.

Teorema: Se Il AK ll<1 , entdio a série de Neumann converge para L.

Prova: Definimos,

H, = Zn:ﬂ"K"
j=0

Para »n>m,temos

H -H, =Y ZK'
j=m+1
e, desse modo,

En:/l"K"

Jj=m+l
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Como por hipdtese ||/1K || <1, segue que 1im||/1k||" =0, e portanto, lim 1 H, —H, lI=0,isto

€, a seqiiéncia € de Cauchy. Logo, como L?éum espaco de Banach,
limH, =limY XK’ =) AK’=L"
j=0

n—oo n—oo % .
j=0

Como queremos mostrar que I —(I — AK)L™" =0, tomamos, R =1-(I-AK)H, e assim
n m+1
R,=1-> VK’'+> ¥K’=2"K" Logo, |R,|=[1K

Jj=o Jj=1

n+l .
e finalmente,

lim[R,|=0=limR, =0= lim(I - AK)H, =(I - AK)limH =1 = limH,, = (I - AK)™
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